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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Îáúåêò èññëåäîâàíèß. Äèññåðòàöèß ïîñâßùåíà èçó÷åíèþ êðà-
åâûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷, ñîäåðæàùèõ íåëèíåéíûé ÷ëåí, ðàçðûâíî
çàâèñßùèé îò ôàçîâîé ïåðåìåííîé.
Ïóñòü Ω  îãðàíè÷åííàß îáëàñòü â Rn (n ≥ 2) ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà
C2,α, α ∈ (0, 1),
Lu(x) ≡ −
n∑
i,j=1
(aijuxi)xj + c(x)u(x)
 ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ êîýôôè-
öèåíòàìè aij ∈ C1,α(Ω), aij(x) = aji(x) íà Ω, c ∈ C0,α(Ω).
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îòíîñßòñß ê ïðîáëåìå ñóùåñòâî-
âàíèß îáîáùåííûõ, ñèëüíûõ, ïîëóïðàâèëüíûõ, êîððåêòíûõ è ïðàâèëü-
íûõ ðåøåíèé, à òàêæå ê ïðîáëåìå óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâ ðåøåíèé
ñëåäóþùåé íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è:
Lu(x) + g0(x, u(x)) = 0, x ∈ Ω (1)
Bu|∂Ω = f, (2)
ãäå (2)  îäíî èç ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ êðàåâûõ óñëîâèé:
• Äèðèõëå, åñëè Bu = u;
• Íåéìàíà, åñëèBu = ∂u
∂nL
≡
n∑
i,j=1
aij(x)uxi cos(n, xj), ãäå cos(n, xj)
 íàïðàâëßþùèå êîñèíóñû âíåøíåé íîðìàëè n ê ãðàíèöå ∂Ω;
• òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå, åñëè Bu = ∂u
∂nL
+ σ(x)u(x), ãäå ôóíê-
öèß σ ∈ C1,α(Γ) íåîòðèöàòåëüíà íà ∂Ω è íå ðàâíà òîæäåñòâåííî
íóëþ.
Áóäåò ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íåëèíåéíîñòü g0(x, u) óäîâëåòâîðßåò óñëî-
âèþ (∗):
(∗1) ôóíêöèß g0 : Ω×R→ R áîðåëåâà (mod 0) 1, ÷òî îçíà÷àåò ñóùå-
ñòâîâàíèß ìíîæåñòâà l ⊂ Ω × R, ïðîåêöèß êîòîðîãî íà Ω èìååò
1Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Ïîêðîâñêèé À.Â. Ñèñòåìû ñ ãèñòåðåçèñîì  Ì.: Íàóêà,
1983. 272ñ.
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ìåðó íóëü, è áîðåëåâîé íà Ω×R ôóíêöèè, ñîâïàäàþùåé ñ g0(x, u)
íà (Ω× R) \ l ;
(∗2) äëß ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω ñå÷åíèå g0(x, ·) èìååò íà R ðàçðûâû òîëüêî
ïåðâîãî ðîäà è äëß ïðîèçâîëüíîãî u ∈ R âåðíî âêëþ÷åíèå
g0(x, u) ∈ [g−(x, u), g+(x, u)],
ãäå g−(x, u) = lim inf
s→u g0(x, s), g+(x, u) = lim sups→u
g0(x, s);
(∗3) ñóùåñòâóåò ïîñòîßííàß b ≥ 0 è ôóíêöèß a ∈ Lq(Ω), q ≥ 2, òàêèå,
÷òî äëß ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω âåðíî íåðàâåíñòâî
|g0(x, u)| ≤ b · |u|r + a(x) ∀u ∈ R, 0 ≤ r. (3)
Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ôóíêöèß f(s), îïðåäåëåííàß íà ãðàíèöå ∂Ω,
ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå Y , êîòîðîå ßâëßåòñß ïðîñòðàíñòâîì Áåñîâà
• B2−1/qq (∂Ω), åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì êðàåâóþ çàäà÷ó Äèðèõëå;
• B1−1/qq (∂Ω), åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì êðàåâóþ çàäà÷ó Íåéìàíà
èëè òðåòüþ êðàåâóþ çàäà÷ó.
Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(2) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ
u ∈ W 2q (Ω), óäîâëåòâîðßþùóþ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2) è äëß ïî÷òè
âñåõ x ∈ Ω âêëþ÷åíèþ
−Lu(x) ∈ [g−(x, u(x)), g+(x, u(x))].
Ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(2) íàçûâàåòñß îáîáùåííîå ðåøå-
íèå, óäîâëåòâîðßþùàß äëß ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω óðàâíåíèþ (1). Ñèëüíîå
ðåøåíèå u çàäà÷è (1)-(2) íàçûâàþò ïîëóïðàâèëüíûì, åñëè äëß ïî÷òè
âñåõ x ∈ Ω çíà÷åíèå u(x) ßâëßåòñß òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè g0(x, ·).
Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàß ìåðà îòêëîíåíèß íåëèíåéíîñòåé R(g, g0).
Îáîáùåííîå ðåøåíèå u0 ∈ W 2q (Ω) çàäà÷è (1)-(2) ñ íóëåâûì ãðà-
íè÷íûì óñëîâèåì áóäåì íàçûâàòü êîððåêòíûì, åñëè íàéäåòñß òàêîå
δ > 0, ÷òî äëß ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {δk}∞k=1, δ > δk > 0, óäîâëå-
òâîðßþùåé óñëîâèþ δk
k→∞−→ 0, ïðèáëèæåííàß êðàåâàß çàäà÷à
Lku(x) + gk(x, u(x)) = 0, x ∈ Ω (4)
Bu|∂Ω = fk (5)
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èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îáîáùåííîå ðåøåíèå, ïðè÷åì âîçìîæíî
ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}, ñîñòîßùóþ èç îáîáùåííûõ ðåøå-
íèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷, ñëàáî ñõîäßùóþñß ê u0 â ïðî-
ñòðàíñòâå W 2q (Ω), ãäå
• ãðàíè÷íîå óñëîâèå óäîâëåòâîðßåò íåðàâåíñòâó ||fk||Y ≤ δk;
• êîýôôèöèåíòû akij(x) è ck(x) äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Lk
ïîä÷èíßþòñß òåì æå îãðàíè÷åíèßì íà ãëàäêîñòü, ÷òî è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L è îòëè÷àþòñß îò ïîñëåä-
íèõ íå áîëåå ÷åì íà δk â ìåòðèêå C(Ω);
• ôóíêöèè gk(x, u) óäîâëåòâîðßþò óñëîâèþ (∗) ñ òàêîé æå êàê è
äëß g0(x, u) ôóíêöèåé a ∈ Lq(Ω) è êîíñòàíòàìè b, r > 0 â îöåíêå
(3), à òàêæå íåðàâåíñòâó R(g0, gk) < δk.
Ïîëóïðàâèëüíîå è êîððåêòíîå ðåøåíèå íàçûâàåòñß ïðàâèëüíûì.
Ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå ââîäèòñß ïîíßòèå êîððåêòíîãî ìíîæåñòâà
ðåøåíèé.
Ìíîæåñòâî M ∈ W 2q (Ω) îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(2) ñ íó-
ëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (f ≡ 0) áóäåì íàçûâàòü êîððåêòíûì, åñ-
ëè äëß ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 íàéäåòñß òàêîå δ > 0, ÷òî
äëß ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {δk}∞k=1, δ > δk > 0, óäîâëåòâîðßþùåé
óñëîâèþ δk
k→∞−→ 0, ïðèáëèæåííàß êðàåâàß çàäà÷à
Lku(x) + gk(x, u(x)) = 0, x ∈ Ω (6)
Bu|∂Ω = fk (7)
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îáîáùåííîå ðåøåíèå â ε-îêðåñòíîñòè ìíî-
æåñòâàM ïðîñòðàíñòâà H1(Ω), ïðè÷åì èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ðåøåíèé {uk}, ñîñòîßùóþ èç îáîáùåííûõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ
êðàåâûõ çàäà÷, ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëàáî ñõîäß-
ùóþñß ê òî÷êå u0 ∈M â ïðîñòðàíñòâå W 2q (Ω), ãäå
• ãðàíè÷íîå óñëîâèå óäîâëåòâîðßåò íåðàâåíñòâó ||fk||Y ≤ δk;
• êîýôôèöèåíòû akij(x) è ck(x) äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Lk
ïîä÷èíßþòñß òåì æå îãðàíè÷åíèßì íà ãëàäêîñòü, ÷òî è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L è îòëè÷àþòñß îò ïîñëåä-
íèõ íå áîëåå ÷åì íà δk â ìåòðèêå C(Ω);
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• ôóíêöèè gk(x, u) óäîâëåòâîðßþò óñëîâèþ (∗) ñ òàêîé æå êàê è
äëß g0(x, u) ôóíêöèåé a ∈ Lq(Ω) è êîíñòàíòàìè b, r > 0 â óñëîâèè
(∗3), à òàêæå íåðàâåíñòâó R(g0, gk) < δk.
Òàêæå â ðàìêàõ äèññåðòàöèè èçó÷àþòñß äâå ïîñòàíîâêè êðàåâûõ
íåëèíåéíûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè.
Çàäà÷à ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì. Ðàññìàòðèâàåòñß íåëèíåé-
íàß êðàåâàß çàäà÷à
Lu(x) = λg0(x, u(x)), x ∈ Ω (8)
Bu|∂Ω = 0, (9)
ãäå îïåðàòîð L, ôóíêöèß g0 è îïåðàòîð ãðàíè÷íîãî óñëîâèß B îïèñàíû
âûøå, λ > 0  ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð. Äëß êðàåâîé çàäà÷è (8)-(9)
èññëåäóþòñß ñëåäóþùèå âîïðîñû:
1. ñóùåñòâîâàíèß íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ïðè óñëîâèè
g0(x, 0) ≡ 0;
2. êîððåêòíîñòü ðåøåíèé è óñòîé÷èâîñòü ìíîæåñòâ ðåøåíèé ïî îò-
íîøåíèþ ê âîçìóùåíèßì íåëèíåéíîñòè, ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåò-
ðà è äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà.
Çàäà÷à ñ ðàñïðåäåëåííûì ïàðàìåòðîì. Ðàññìàòðèâàåòñß íåëèíåé-
íàß êðàåâàß çàäà÷à
Lu(x) + g0(x, u(x), w(x)) = 0, x ∈ Ω (10)
Bu|∂Ω = f, (11)
ãäå îïåðàòîð L, ôóíêöèß f è îïåðàòîð ãðàíè÷íîãî óñëîâèß B îïèñà-
íû âûøå, w(x) ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ +∞,  ðàñïðåäåëåííûé ïàðàìåòð,
íåëèíåéíîñòü g0 óäîâëåòâîðßåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ (∗∗):
(∗ ∗ 1) ôóíêöèß g0 : Ω× R× R→ R òàêîâà, ÷òî
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(∗ ∗ 1.1) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u ôóíêöèß g0(x, u, ·) íåïðåðûâ-
íà äëß ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω;
(∗ ∗ 1.2) ôóíêöèß g0(x, ·, w) äëß ïî÷òè âñåõ (x,w) ∈ Ω × R èìååò
ðàçðûâû òîëüêî ïåðâîãî ðîäà è íåïðåðûâíà ñëåâà (ñïðàâà);
(∗ ∗ 1.3) ôóíêöèß g0(·, u, w) èçìåðèìà äëß âñåõ (u,w) ∈ R× R;
(∗ ∗ 2) ñóùåñòâóåò ïîñòîßííàß b ≥ 0 è ôóíêöèß a ∈ Lq(Ω), q ≥ 2, òàêèå,
÷òî äëß ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω âåðíî ëèáî íåðàâåíñòâî
|g0(x, u, w)| ≤ b ·(|u|r+ |w|p/q)+a(x) ∀u ∈ R, 0 ≤ r < n+ 2
n− 2 , (12)
åñëè p  êîíå÷íîå ÷èñëî, ëèáî íåðàâåíñòâî
|g0(x, u, w)| ≤ b · |u|r + a(x) ∀u ∈ R, 0 ≤ r < n+ 2
n− 2 , (13)
åñëè p = +∞.
Äëß çàäà÷è (10)-(11) ðàññìàòðèâàåòñß âîïðîñ êîððåêòíîñòè ìíî-
æåñòâ ðåøåíèé.
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ðåøåíèå ëþáîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷è íà÷è-
íàåòñß ñ ïîñòðîåíèß ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðåäìåòíîé îáëàñòè. ×èñ-
ëîâûå õàðàêòåðèñòèêè, îïðåäåëßþùèå ìîäåëü, íàõîäßòñß ïîñðåäñòâîì
àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ çàìåðîâ èëè ýêñïåðèìåíòîâ. Ñàìà ïðîöåäóðà ñî-
ñòàâëåíèß è ïðîâåäåíèß ýòèõ èçìåðåíèé îïîñðåäîâàíà òåîðèßìè è
ïðèáîðàìè, êîòîðûå îïèñûâàþò ôèçè÷åñêóþ ðåàëüíîñòü ëèøü ñ íåêî-
òîðîé äîëåé ïðàâäîïîäîáèß. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñß öåëîå ìíîæåñòâî
ìîìåíòîâ, íàêëàäûâàþùèõ îòïå÷àòîê íåòî÷íîñòè â ïîëó÷àåìîé ìîäå-
ëè. Ýòî òîëüêî îäíà ñòîðîíà.
Äðóãàß ñòîðîíà çàêëþ÷àåòñß â òîì, ÷òî ýëåìåíò íåòî÷íîñòè ñîçíà-
òåëüíî çàêëàäûâàåòñß â ìîäåëü, ÷àùå âñåãî ñ öåëüþ åå óïðîùåíèß.
Ìíîãèå çàäà÷è òåîðèè óïðàâëåíèß, ìåõàíèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè â ñâîèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëßõ ñîäåðæàò ðàçðûâíûå íåëè-
íåéíîñòè. Íàïðèìåð, òàêèå íåëèíåéíîñòè ìîãóò âîçíèêàòü êàê èäåà-
ëèçàöèß íåïðåðûâíûõ ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ íàáëþäàþòñß êîðîòêèå
ïðîìåæóòêè ñ ðåçêèì èçìåíåíèåì òåõ èëè èíûõ ïàðàìåòðîâ. Òàê êàê
ñòðóêòóðó òàêîãî èçìåíåíèß îòñëåäèòü äîâîëüíî ñëîæíî, òî â óðàâíå-
íèßõ ïðîñòî ñ÷èòàþò, ÷òî íåêîòîðàß ôóíêöèß èìååò ðàçðûâ è ðåøàþò
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çàäà÷ó â òàêîì ïðåäïîëîæåíèè. Òåì íå ìåíåå ïðè òàêîì ïîäõîäå îñòà-
åòñß îòêðûòûì âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî ðåøåíèå ïîëó÷èâøåéñß çàäà-
÷è àäåêâàòíî îòðàæàåò ôèçè÷åñêóþ äåéñòâèòåëüíîñòü. Âîïðîñ î áëè-
çîñòè ìíîæåñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèß ñ äîïðåäåëüíûìè íåëèíåéíîñòßìè
è ìíîæåñòâà îáîáùåííûõ ðåøåíèé ñ èäåàëèçèðîâàííûìè ðàçðûâíû-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè áûë ïîñòàâëåí â ðàáîòå Êðàñíîñåëüêîãî Ì.À.
è Ïîêðîâñêîãî Â.À. â 1979 ãîäó 2. Åùå ðàíåå íà íåîáõîäèìîñòü ðàç-
ðàáîòêè òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé
íåëèíåéíîñòßìè áûëà îòìå÷åíà â 1967 ã. â ñîâìåñòíîé ìîíîãðàôèè3
Î.À. Ëàäûæåíñêîé, Â.À. Ñîëîííèêîâà è Í.Í. Óðàëüöåâîé.
Âàæíûå ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëß óðàâíåíèé
ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ðàçðûâíûìè íåëèíåéíîñòßìè áûëè ïîëó÷åíû â
ðàáîòàõ Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî è À.Â. Ïîêðîâñêîãî, K.-C. Chang, C.A.
Stuart è J.F. Toland, Â.Í. Ïàâëåíêî è äðóãèõ àâòîðîâ. Âàæíûì ìî-
ìåíòîì ïðè èçó÷åíèè ýòèõ çàäà÷ ñòàëî ðàçëè÷åíèå òàê íàçûâàåìîãî
ðåçîíàíñíîãî èëè íåðåçîíàíñíîãî ñëó÷àß. Ðåçîíàíñíûé ñëó÷àé õàðàê-
òåðèçóåòñß òåì, ÷òî ïðåäåë − lim
s→∞ g0(x, s)/s ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω
ñîâïàäàåò ñ îäíèì è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà L ñ ãðàíè÷íûì
óñëîâèåì (2). Â òàêîé ñèòóàöèè ïðèõîäèòñß íàëàãàòü äîïîëíèòåëü-
íûå ñïåöèàëüíûå óñëîâèß, êîòîðûå áû ãàðàíòèðîâàëè ðàçðåøèìîñòü
êðàåâîé çàäà÷è. Ïèîíåðñêîé ðàáîòîé â ýòîì íàïðàâëåíèè ñòàëà ñòà-
òüß4 Ëàíäåñìàíà Å. è Ëàçåðà À., ãäå âïåðâûå ïîßâèëîñü òî, ÷òî â
ïîñëåäñòâèè íàçâàëè óñëîâèß Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà. Â äàëüíåéøåì ïî-
ßâèëîñü ìíîãî ðàáîò, â êîòîðûõ íà íåëèíåéíîñòü íàëàãàëèñü óñëîâèß
òèïà Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà. Èññëåäîâàíèß â ýòîì íàïðàâëåíèè èíòåí-
ñèâíî âåäóòñß è ïî ñåé äåíü.
Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, âìåñòå ñ ïîßâëåíèåì çàäà÷, âêëþ÷àþùè-
ìè ðàçðûâíûå íåëèíåéíîñòè, âñòàë ñëîæíûé âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷, ÷òî ßâëßåòñß âàæíåéøèì ìîìåíòîì äëß ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷. Ïåðâûå øàãè â ðàçðåøåíèè äàííîé ïðîáëåìû áûëè
2Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Ïîêðîâñêèé À.Â. Óðàâíåíèßõ ñ ðàçðûâíûìè íåëèíåé-
íîñòßìè // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ.  1979.  Ò.248.  5.  Ñ.1056-1059
3Ëàäûæåíñêàß Î.À., Ñîëîííèêîâ Â.À., Óðàëüöåâà Í.Í. Ëèíåéíûå è êâàçèëè-
íåéíûå óðàâíåíèß ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà  Ì.: Íàóêà, 1967.  736ñ.
4Landesman E., Lazer A. Nonlinear perturbations of linear elliptic boundary value
problems at resonance // J.Math. and Mech.  1970.  V.19, N3.  P.609-623
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ñäåëàíû â ñîâìåñòíîé ðàáîòå5 Êðàñíîñåëüñêîãî Ì.À. è Ïîêðîâñêîãî
À.Â. â 1976ã., ãäå ðàññìàòðèâàëèñü îãðàíè÷åííûå ìîíîòîííûå íåëè-
íåéíîñòè è âïåðâûå áûë ââåäåí òåðìèí êîððåêòíîå ðåøåíèå äëß ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷.
Ïðè èññëåäîâàíèè êîððåêòíîñòè ðåøåíèé îïðåäåëßþùèì ìîìåí-
òîì ßâëßåòñß ïðèíöèï âûáîðà àïïðîêñèìèðóþùèõ íåëèíåéíîñòåé, à
òàêæå âûáîð ìåðû îòêëîíåíèß èñõîäíîé è ïðèáëèæåííîé íåëèíåéíî-
ñòè. Â óïîìßíóòîé ðàáîòå çà ìåðó îòêëîíåíèß ïðèíèìàëàñü õàóñäîð-
ôîâî ðàññòîßíèå ìåæäó ãðàôèêàìè íåëèíåéíîñòåé â Rn+2. Ýòà æå
ìåðà áûëà èñïîëüçîâàíà â ðàáîòå6 1978ã. òåõ æå àâòîðîâ.
Êðîìå èññëåäîâàíèß íà óñòîé÷èâîñòü êîíêðåòíîãî ðåøåíèß êðà-
åâîé çàäà÷è â ñèòóàöèè, êîãäà àïðèîðè íåâîçìîæíî ãàðàíòèðîâàòü
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèß (èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò êðàåâûå çàäà-
÷è ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà, èìåþùèå ñ÷åòíîå ÷èñëî ðåøåíèé è äàæå
êîíòèíóóìû ðåøåíèé7), ñòàâèòüñß âîïðîñ îá èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè
ìíîæåñòâ ðåøåíèé.
Ýòîé ïðîáëåìå ïîñâßùåí ðßä ðàáîò. Äëß íåðåçîíàíñíûõ çàäà÷ óêà-
æåì íà ñòàòüþ Ïàâëåíêî Â.Í. è Èñêàêîâà Ð.Ñ., äëß ðåçîíàíñíûõ çàäà÷
ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè áûëè äîêàçà-
íû â ðàáîòå Ïàâëåíêî Â.Í. è Ïîòàïîâà Ä.Ê., íàêîíåö, äëß çàäà÷ ñ
ðàñïðåäåëåííûì âîïðîñ èçó÷àëñß â ñòàòüßõ8,9 Bors D. è Walczak S.
Öåëü ðàáîòû. Ïîëó÷åíèå íîâûõ òåîðåì ñóùåñòâîâàíèß äëß ðåçî-
íàíñíûõ êðàåâûõ çàäà÷, óñòàíîâëåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé êîððåêò-
íîñòè è ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèé, à òàêæå äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ
îá óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâ ðåøåíèé.
5Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Ïîêðîâñêèé À.Â. Ïðàâèëüíûå ðåøåíèß óðàâíåíèé ñ
ðàçðûâíûìè íåëèíåéíîñòßìè // ÄÀÍ ÑÑÑÐ.  1976.  Ò.226.  3.  ñ.506-509
6Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Ïîêðîâñêèé À.Â. Ïðàâèëüíûå ðåøåíèß ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè íåëèíåéíîñòßìè. Òðóäû Âñåñîþçíîé êîíôåðåíöèè ïî
óðàâíåíèßì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ïîñâßùåííîé 75-ëåòèþ ñî äíß ðîæäåíèß
àêàäåìèêà È.Ã. Ïåòðîâñêîãî // Ì.:Èçä-âî ÌÃÓ, 1978, ñ.346-347
7Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Ïîêðîâñêèé À.Â. Îá ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèßõ ñ ðàç-
ðûâíûìè íåëèíåéíîñòßìè // Äîêëàäû ÐÀÍ, 1995.  ò.342.  6.  ñ.731-734
8Bors D., Walczak S. Nonlinear elliptic systems with variable boundary data. //
Nonlinear Analysis, 52 (2003), p.1347-1364
9Bors D., Walczak S. Stability of nonlinear elliptic systems with distributed
parametrs and variable boundary data. // J. of Computational and Applied Math.,
164-165 (2004), p.117-130
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Â äèññåðòàöèè ê ðàññìàòðèâàåìîìó êëàñ-
ñó çàäà÷ ïðèìåíßåòñß âàðèàöèîííûé ìåòîä; èñïîëüçóþòñß ìåòîäû è
ðåçóëüòàòû òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, òåîðèè ôóíê-
öèé è íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.
Íàó÷íàß íîâèçíà. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû íîâûå òåîðåìû ñóùåñòâî-
âàíèß ñèëüíûõ è ïîëóïðàâèëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(2) â ðåçîíàíñ-
íîì ñëó÷àå, êîãäà íåëèíåéíîñòü èìååò ïîäëèíåéíûé ðîñò, à òàêæå
óñòàíîâëåíû íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ñóùåñòâîâàíèß ðåøåíèé â
ñëó÷àå ñâåðõëèíåéíîãî äîêðèòè÷åñêîãî ðîñòà íåëèíåéíîñòè. Äîêàçà-
íû óòâåðæäåíèß î ïðàâèëüíûõ ðåøåíèßõ è êîððåêòíûõ ìíîæåñòâàõ
ðåøåíèé. Ðàññìîòðåíû êðàåâûå çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè, äëß êîòîðûõ
òàêæå ïîëó÷åíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé.
Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàáîòîé Â.Í. Ïàâëåíêî è Â.Â. Âèíîêóðà10 äëß
ðåçîíàíñíîé çàäà÷è (1)-(2) ñ ðàçðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ â äèññåðòà-
öèè íå ïðåäïîëàãàåòñß îãðàíè÷åííîñòü íåëèíåéíîãî ÷ëåíà è ââîäèòñß
íîâîå óñëîâèå, îáîáùàþùåå óñëîâèå èç óïîìßíóòîé ðàáîòû, à òàê-
æå âêëþ÷àþùåå êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé è óñëîâèå Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà è
íåêîòîðûå åãî îáîáùåíèß11. Òàêæå â äèññåðòàöèè ïðèâîäßòñß íîâûå
óñëîâèß, ãàðàíòèðóþùèå ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1)-(2) â ñëó÷àå, êîãäà
íåëèíåéíîñòü èìååò äîêðèòè÷åñêèé ðîñò. Ýòè óñëîâèß ßâëßþòñß áî-
ëåå ñëàáûìè, ÷åì òå, ÷òî íàëàãàþòñß íà íåëèíåéíîñòü îáû÷íî â òàêèõ
ñëó÷àßõ12.
Óñòàíîâëåíû òåîðåìû î êîððåêòíîñòè ðåøåíèé, êîòîðûå ñðàâíèâà-
þòñß ñ ðåçóëüòàòàìè Êðàñíîñåëüñêîãî Ì.À. è Ïîêðîâñêîãî À.Â., ïðè
ýòîì ââîäèòñß èíòåãðàëüíàß ìåðà áëèçîñòè íåëèíåéíîñòåé, áîëåå ñëà-
áàß, ÷åì õàóñäîðôîâî ðàññòîßíèå ìåæäó ãðàôèêàìè, èñïîëüçîâàííîå
ýòèìè àâòîðàìè â ðßäå èõ ðàáîò. Äîêàçàíû óòâåðæäåíèß îá óñòîé-
÷èâîñòè ìíîæåñòâ ðåøåíèé çàäà÷è (8)-(9) ñ äîêðèòè÷åñêèì ðîñòîì
10Ïàâëåíêî Â.Í., Âèíîêóð Â.Â. Ðåçîíàíñíûå êðàåâûå çàäà÷è äëß óðàâíåíèé ýë-
ëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ðàçðûâíûìè íåëèíåéíîñòßìè // Èçâåñòèß âóçîâ. Ìàòåìàòèêà.
 2001.  N 5.  Ñ. 43-58.
11Ñêðûïíèê È.Â. Íåëèíåéíûå ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèß âûñøåãî ïîðßäêà. //
Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè.  ò.37.  Ì., 1990
12Ïàâëåíêî Â.Í. Óðàâíåíèß è âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà ñ ðàçðûâíûìè íåëè-
íåéíîñòßìè // -1995. - Àâòîðåôåðàò äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷. ñòåïåíè äîêòîðà
ôèç.-ìàò. íàóê. - ã.Åêàòåðèíáóðã
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íåëèíåéíîñòè (÷òî ïîãëîùàåò ðåçóëüòàòû13 Ïàâëåíêî Â.Í. è Èñêàêî-
âà Ð.Ñ., êîòîðûå ðàññìàòðèâàëè íåðåçîíàíñíûå êîýðöèòèâíûå çàäà÷è
è íàêëàäûâàëè ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèß íà èñõîäíûå è àïïðîêñè-
ìèðóþùèå íåëèíåéíîñòè). Â îòëè÷èå îò óïîìßíóòûõ ðàáîò ìû âîçìó-
ùàåì òàêæå ãðàíè÷íîå óñëîâèå è äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð.
Äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ëó÷à ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé è òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâ ðåøåíèé çàäà÷è
(8)-(9) äëß íåëèíåéíîñòåé ñ ïîäëèíåéíûì ðîñòîì, ÷òî ïîãëàùàåò ðå-
çóëüòàòû14,15 Ïàâëåíêî Â.Í. è Ïîòàïîâà Ä.Ê. è ðßä äðóãèõ, åùå áîëåå
óçêèõ ðåçóëüòàòîâ.
Òàêæå äîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèß äëß çàäà÷è ñ ðàñ-
ïðåäåëåííûì ïàðàìåòðîì (10)-(11), ãäå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàáîòàìè Bors
D. è Walczak S. äîïóñêàþòñß âîçìóùåíèß äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðà-
òîðà è ðàçðûâû íåëèíåéíîñòè ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé (äëß ÷åãî ââî-
äèòñß êëàññ ïîëóêàðàòåîäîðèåâûõ ôóíêöèé è èññëåäóþòñß ñâîéñòâà
òàêèõ ôóíêöèé) è äîêàçûâàåòñß ñõîäèìîñòü â áîëåå ñèëüíîé òîïîëî-
ãèè.
Ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöè-
îííîé ðàáîòû èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëß èññëåäîâàíèß èçâåñòíûõ è íîâûõ êëàññîâ
ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè íåëèíåéíîñòßìè.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü êîí-
ôåðåíöèè ÈÍÏÐÈÌ-2000 â Íîâîñèáèðñêå (2000ã.), íà Âîðîíèæñêèõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ (2003ã., 2005ã.), íà XXVI Êîíôåðåíöèß ìîëî-
äûõ ó÷åíûõ ìåõìàòà ÌÃÓ (2004ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
"Nonlinear partial diﬀerential equations" â Àëóøòå (2003ã.), íà íàó÷-
íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî ôàêóëüòåòà ×åëßáèíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
13Ïàâëåíêî Â.Í., Èñêàêîâ Ð.Ñ. Íåïðåðûâíûå àïïðîêñèìàöèè ðàçðûâíûõ íåëè-
íåéíîñòåé ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà // Óêð. ìàòåì. æóðí. 
1999.  Ò.51.  2.  ñ.224-233
14Ïàâëåíêî Â.Í., Ïîòàïîâ Ä.Ê. Î ñóùåñòâîâàíèè ëó÷à ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
äëß óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè îïåðàòîðàìè // Ñèá. ìàò. æóðí.  2001.  ò.42.  4.
 ñ.911-919
15Ïàâëåíêî Â.Í., Ïîòàïîâ Ä.Ê. Àïïðîêñèìàöèß êðàåâûõ çàäà÷ ýëëèïòè÷åñêî-
ãî òèïà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì è ðàçðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ. // Èçâåñòèß
ÂÓÇîâ. Ìàòåìàòèêà.  2005.  4.  ñ.49-55
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Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â
[1][9], ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâîäèòñß â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Â ñîâìåñò-
íûõ ðàáîòàõ íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Â.Í. Ïàâëåíêî ïðèíàäëåæèò ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷, äèññåðòàíòó  ïîëó÷åíèå êîíêðåòíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß,
òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà ñîäåðæèò 96 ñòðàíèö, âêëþ÷àß
áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê èç 55 íàèìåíîâàíèé.
ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñß ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îáîñíîâàíèå åå àêòó-
àëüíîñòè, ñäåëàí êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äðóãèìè àâ-
òîðàìè â äàííîé îáëàñòè. Ïðîâîäèòñß ñðàâíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñ
òåìè, ÷òî ïîëó÷åíû â äèññåðòàöèè.
Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäßòñß íåîáõîäèìûå ñâåäåíèß î ôóíêöèî-
íàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà è Áåñîâà, ôîðìóëèðóþòñß òåîðåìû
âëîæåíèß äëß ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïðèâîäßòñß òåîðåìû î ðàçðå-
øèìîñòè îñíîâíûõ òèïîâ êðàåâûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷, äàåòñß ðàç-
âåðíóòàß ïîñòàíîâêà íåëèíåéíîé êðàåâîé ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷è, ïå-
ðå÷èñëßþòñß ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèß ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷, à òàêæå
ââîäèòñß ïîíßòèå À-óñëîâèß.
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðßò, ÷òî äëß óðàâíåíèß (1) âûïîëíåíî À-óñëîâèå,
åñëè íàéäåòñß íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé
{Si, i ∈ I}, Si = {(x, u) ∈ Rn+1 |u = ϕi(x), x ∈ Ω}, ϕi ∈W 21,loc(Ω)
òàêèõ, ÷òî äëß ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω íåðàâåíñòâî g0(x, u−) < g0(x, u+)
âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå i ∈ I, äëß êîòîðîãî u = ϕi(x) è
0 6∈ [Lϕi(x) + g0(x, ϕi(x)−), Lϕi(x) + g0(x, ϕi(x)+)].
Âòîðàß ãëàâà ñîäåðæèò òðè ÷àñòè.
Â ïåðâîé ÷àñòè ðàñêðûâàåòñß àïïàðàò âàðèàöèîííîãî ìåòîäà è ïðè-
âîäèòñß åãî ðåàëèçàöèß ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîìó êëàññó
çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, ââîäèòñß âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë
Jg0(u) =
1
2
(Lu, u) +
∫
Ω
dx
∫ u(x)
0
g0(x, s)ds, (14)
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îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàíñòâå X, ñîâïàäàþùåì ëèáî ñ H1(Ω), ëèáî
ñ H10 (Ω) â çàâèñèìîñòè îò âèäà ãðàíè÷íîãî óñëîâèß, ãäå
(Lu, v) =
n∑
i,j=1
∫
Ω
aij(x)uxivxjdx+
∫
Ω
c(x)u(x)v(x)dx+
∫
Γ
σ(s)u(s)v(s)ds.
(15)
Âî âòîðîé ÷àñòè ôîðìóëèðóþòñß ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè çà-
äà÷è (1)-(2) â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå, êîãäà íåëèíåéíîñòü g0 èìååò ïîä-
ëèíåéíûé ðîñò, ò.å. ïàðàìåòð r â óñëîâèè (∗3) ñòðîãî ìåíüøå 1.
Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó îäíîãî èç ðåçóëüòàòîâ.
Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü âûïîëíßþòñß ñëåäóþùèå óñëîâèß:
1) îïåðàòîð L íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûé, ò.å. (Lu, u) ≥ 0 äëß
ëþáîãî íåíóëåâîãî u ∈ X;
2) íåëèíåéíîñòü g0 óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ (∗) ñ ïàðàìåòðîì 0 ≤
r < 1;
3) âûïîëíßåòñß ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå
lim
||ψ||→∞,ψ(x)∈N(L)
1
||ψ||2r
∫
Ω
dx
∫ ψ(x)
0
g0(x, s)ds = +∞, (16)
ãäå N(L)  ßäðî îïåðàòîðà L ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè÷íûì
óñëîâèåì.
Òîãäà, åñëè f ≡ 0, òî ñóùåñòâóåò u0 ∈ X òàêîå, ÷òî
Jg0(u0) = inf
u∈X
Jg0(u),
ïðè÷åì ëþáîå òàêîå u ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 2q (Ω), óäîâëå-
òâîðßåò âêëþ÷åíèþ
0 ∈ [Lu(x) + g−(x, u(x)), Lu+ g+(x, u(x))]
è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2) ñ f ≡ 0 (ò.å. ßâëßåòñß îáîáùåííûì ðåøå-
íèåì).
Êðîìå òîãî, åñëè âûïîëíåíî À-óñëîâèå (À1-óñëîâèå), òî òàêîå u0
ßâëßåòñß ïîëóïðàâèëüíûì (ñèëüíûì) ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(2).
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Àíàëîãè÷íàß òåîðåìà ñôîðìóëèðîâàíà è äëß íåíóëåâîãî ãðàíè÷-
íîãî óñëîâèß.
Êëþ÷åâûì óñëîâèåì ýòèõ äâóõ òåîðåì ßâëßåòñß óñëîâèå (16), ïî-
ýòîìó âòîðàß ÷àñòü ðàçäåëà ïîñâßùåíà óòâåðæäåíèßì, ïîçâîëßþùèì
ïðîâåðèòü ýòî óñëîâèå. Ââîäèòñß ôóíêöèß
G±(x) = lim inf
t→±∞
1
|t|r+1
∫ t
0
g0(x, s)ds,
÷åðåç êîòîðóþ ôîðìóëèðóåòñß ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 2.2.1 Ïóñòü äëß êàæäîé íåíóëåâîé ôóíêöèè ϕ ∈
N(L) âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî∫
ϕ(x)<0
|ϕ(x)|r+1G−(x)dx+
∫
ϕ(x)>0
|ϕ(x)|r+1G+(x)dx > 0. (17)
Òîãäà óñëîâèå 3) òåîðåìû 2.2.2 âûïîëíßåòñß.
Îáñóæäàåòñß ñâßçü ïðåäëîæåíèß 2.2.1 ñ äðóãèìè óñëîâèßìè òèïà
Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà.
Òðåòüß ÷àñòü ñîñòîèò ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ, ïîñâßùåííûõ äîêàçà-
òåëüñòâó êîíêðåòíûõ òåîðåì, ñôîðìóëèðîâàííûõ âî âòîðîé ÷àñòè. Â
÷àñòíîñòè, â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.2.2 óñòàíàâëèâàåòñß êîýðöè-
òèâíîñòü âàðèàöèîííîãî ôóíêöèîíàëà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèß 3)
ýòîé òåîðåìû, ÷òî âëå÷åò îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê àáñîëþò-
íîãî ìèíèìóìà Jg0 íà ïðîñòðàíñòâå X.
Òðåòüß ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâßùåíà ïðàâèëüíûì ðåøåíèßì è
êîððåêòíûì ìíîæåñòâàì ðåøåíèé è ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé.
Ïåðâàß ÷àñòü ñîñòîèò èç øåñòè ïàðàãðàôîâ.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñß ïîñòàíîâêà çàäà÷è è äàåòñß îïðå-
äåëåíèå êîððåêòíîãî ðåøåíèß è ïðàâèëüíîãî ðåøåíèß, à òàêæå ââî-
äèòñß ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ ìåòðèê áëèçîñòè íåëèíåéíîñòåé:
Rη(g0, g) ≡ inf
T>1
(||g − g0||L1(Ω×(−T,T )) + T−η) , (18)
ãäå ïàðàìåòð η > 0 è
R∞(g, g0) = ||g − g0||L1(Ω×R).
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Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ôîðìóëèðóþòñß âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû. Ôîðìóëèðóþòñß óòâåðæäåíèß î ñâîéñòâàõ ââå-
äåííûõ èíòåãðàëüíûõ ìåòðèê, âûßñíßåòñß èõ ñâßçü ñ ìåðàìè îòêëîíå-
íèß íåëèíåéíîñòåé, èñïîëüçîâàííûìè Êðàñíîñåëüñêèì è Ïîêðîâñêèì.
Äàëåå ñëåäóþò òåîðåìû, íåïîñðåäñòâåííî êàñàþùèåñß äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèé.
Ïðèâåäåì îäíó èç òàêèõ òåîðåì.
Òåîðåìà 3.1.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåëèíåéíîñòü g0 óäîâëåòâî-
ðßåò óñëîâèþ (∗), u0  òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíê-
öèîíàëà Jg0 , îïåðàòîð L ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í.
Òîãäà u0  ïðàâèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(2), ãäå â êà÷åñòâå ìå-
ðû îòêëîíåíèß íåëèíåéíîñòåé âûáðàíà Rη(g0, g) ñ η = η(r, q).
Ôîðìóëèðóþòñß ñëåäñòâèå èç òåîðåìû î êîððåêòíîñòè äëß ñëó÷à-
åâ q >
n
2
è q > n, êîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü î ñõîäèìîñòè ðåøåíèé
àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷ ïî ìåòðèêå C(Ω) è C1(Ω) ñîîòâåòñòâåííî.
Âòîðîå ñëåäñòâèå ßâëßåòñß àíàëîãîì òåîðåìû Êðàñíîñåëüñêîãî è
Ïîêðîâñêîãî î ñóùåñòâîâàíèè ïðàâèëüíîãî ðåøåíèß â ñèòóàöèè, êîãäà
çàäà÷à èìååò íå áîëåå ñ÷åòíîãî ÷èñëà êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé.
Ñëåäñòâèå 3.1.2. Ïóñòü g0 óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ (∗), äëß óðàâ-
íåíèß (1) âûïîëíåíî À-óñëîâèå è ÷èñëî òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà
ôóíêöèîíàëà Jg0 íà X íåïóñòî è íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. Òîãäà çàäà÷à
(1)-(2) èìååò ïðàâèëüíîå ðåøåíèå.
Îñòàâøèåñß ïàðàãðàôû ïåðâîé ÷àñòè ïîñâßùåíû äîêàçàòåëüñòâó
ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé.
Âòîðàß ÷àñòü òðåòüåé ãëàâû ïîñâßùåíà êîððåêòíûì ìíîæåñòâàì
ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(2).
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äàíî îïðåäåëåíèå êîððåêòíîãî ìíîæåñòâà ðå-
øåíèé è ïðèâåäåíà îñíîâíàß òåîðåìà î êîððåêòíîñòè ìíîæåñòâàõ ðå-
øåíèé MRL,g0,0, ãäå ÷åðåç M
R
L,g0,f
îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî òî÷åê àáñî-
ëþòíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà Jg0 íà òî÷êàõ øàðà BR(0) ïðîñòðàí-
ñòâà H1(Ω), óäîâëåòâîðßþùèõ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2).
Òåîðåìà 3.2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð L ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼í. Ïóñòü ÷èñëî R òàêîâî, ÷òî MRL,g0,0 íå ïóñòî è äëß âñåõ
òî÷åê u ñôåðû SR(0) ïðîñòðàíñòâà X âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî
Jg0(u) > µR,
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ãäå µR = inf ||u||≤R Jg0(u).
Òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé MRL,g0,0 ßâëßåòñß êîððåêòíûì, ãäå â êà-
÷åñòâå ìåðû îòêëîíåíèß íåëèíåéíîñòåé R(g, g0) âûáðàíà Rη(g, g0) ñ
ïàðàìåòðîì η = η(r, q), êîòîðûé âûáèðàåòñß òàêæå, êàê â òåîðåìå
3.1.1.
Äàëåå ñôîðìóëèðîâàíî äâà ñëåäñòâèß ýòîé òåîðåìû. Ïðèâåäåì îä-
íî èç ýòèõ ñëåäñòâèé, â ðàìêàõ êîòîðîãî äàíî íîâîå óñëîâèå, îáåñïå-
÷èâàþùåå êîýðöèòèâíîñòü âàðèàöèîííîãî ôóíêöèîíàëà.
Ñëåäñòâèå 3.2.2. Ïóñòü λ  ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
îïåðàòîðà L ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (2), ãäå f ≡ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äëß íåëèíåéíîñòè g0 âûïîëíßåòñß óñëîâèå (∗) ñ ïàðàìåòðîì 1 ≤ r <
n+ 2
n− 2 (äëß n = 2 ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èñëî r ≥ 1  ïðîèçâîëüíîå
ïîëîæèòåëüíîå), à òàêæå äîïîëíèòåëüíî âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî∫ u
0
g0(x, s)ds ≥ −λ2 |u|
2 + S1(x, u) + S2(x), (19)
ãäå S2(x) ∈ L1(Ω) è S1(x, u)  íåîòðèöàòåëüíàß ôóíêöèß òàêàß, ÷òî
S1(x, u)
u→+∞−→ +∞ äëß ï.â. x ∈ Ω. (20)
Òîãäà ìíîæåñòâîM∞L,g0,0 ßâëßåòñß îãðàíè÷åííûì è êîððåêòíûì îò-
íîñèòåëüíî ìåðû îòêëîíåíèß Rη(g, g0), ãäå η = η(r, q).
Ñëåäóþùèå äâà ïàðàãðàôà ïîñâßùåíû äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì è
ñëåäñòâèé âòîðîé ÷àñòè òðåòüåé ãëàâû.
×åòâåðòàß ãëàâà ïîñâßùåíà íåëèíåéíûì êðàåâûì çàäà÷àì ñ ïà-
ðàìåòðîì è ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé.
Â ïåðâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñß êðàåâûå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèß.
Îïðåäåëåíèå. ×èñëî λ > 0 íàçûâàþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
çàäà÷è (8)-(9), åñëè ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå íåíóëåâîå ðåøåíèå uλ ýòîé
ïðîáëåìû. Ïðè ýòîì uλ áóäåì íàçûâàòü ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé çàäà÷è
(8)-(9), ñîîòâåòñòâóþùåé λ.
Ôîðìóëèðóþòñß äâå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ïîëîæèòåëüíîãî ëó-
÷à ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè. Ïðèâåäåì îäíó èç ýòèõ òåîðåì.
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Òåîðåìà 4.1.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèß òåîðåìû
2.2.2, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî g0(x, 0) ≡ 0 è ñóùåñòâóåò ýëåìåíò u0 ∈
X òàêîé, ÷òî ∫
Ω
dx
∫ u0(x)
0
g0(x, s)ds > 0. (21)
Òîãäà ñóùåñòâóåò λ0 > 0 òàêîå, ÷òî äëß ëþáîãî λ > λ0 ñóùåñòâóåò
êîíå÷íîå
dλ = inf
v∈X
Jg0,λ(v) < 0,
ïðè÷åì íàéäåòñß íåíóëåâàß òî÷êà u ∈ X, äîñòàâëßþùàß ýòîò ìè-
íèìóì è ßâëßþùàßñß ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé λ.
Ïðèâîäèòñß íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, äëß âûïîëíåíèß
óñëîâèß (21). Ôîðìóëèðóåòñß òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ëó÷à ïîëîæè-
òåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ñèòóàöèè, êîãäà ñóùåñòâóþò
g±(x) = lim
s→±∞ g0(x, s).
Îïðåäåëèì
g¯0(x, s) =
{
g+(x), ïðè s ≥ 0,
g−(x), ïðè s < 0.
Òåîðåìà 4.1.3. Ïóñòü êðàåâàß çàäà÷à
Lu(x) = g¯0(x, u(x)), x ∈ Ω (22)
Bu|∂Ω = 0 (23)
èìååò íåíóëåâîå êîððåêòíîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Rη(g, g0)
(η > 0), òîãäà ñóùåñòâóåò λ0 òàêîå, ÷òî âñå λ > λ0 ßâëßþòñß ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèßìè èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (8)-(9).
Äàëåå ôîðìóëèðóåòñß òåîðåìà îá óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâ ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèß ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà,
íåëèíåéíîñòè è êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðèâîäßòñß äîêàçàòåëüñòâà âñåõ óòâåðæäå-
íèé ïåðâîé ÷àñòè.
Âî âòîðîé ÷àñòè ÷åòâåðòîé ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñß êðàåâûå çàäà-
÷è ñ ðàñïðåäåëåííûì ïàðàìåòðîì.
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Ïåðâûé ïàðàãðàô ñîäåðæèò ïîñòàíîâêó çàäà÷è è â òîì ÷èñëå ôîð-
ìóëèðîâêó óñëîâèß (∗∗). Ââîäèòñß êëàññ ïîëóêàðàòåîäîðèåâûõ ôóíê-
öèé è óñòàíàâëèâàþòñß ñâîéñòâà òàêèõ ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèè g0 : Ω×R→ R, óäîâëåòâîðßþùèå ñëåäó-
þùèì äâóì óñëîâèßì
(i) ñå÷åíèå g0(x, ·) äëß ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω íåïðåðûâíà ñëåâà (ñïðàâà),
(ii) äëß êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî u0 ôóíêöèß g0(·, u0) èçìåðèìà,
íàçîâåì ïîëóêàðàòåîäîðèåâûìè.
Óòâåðæäåíèå 4.2.1. Ïóñòü ôóíêöèß g0 : Ω× R→ R  ïîëóêà-
ðàòåîäîðèåâà, òîãäà g0(x, u) ßâëßåòñß áîðåëåâîé (mod 0).
Ýòèì ðåçóëüòàòîì îïèñûâàåòñß äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ áîðåëå-
âûõ (mod 0) íåëèíåéíîñòåé, êîòîðûå ìîãóò âñòðåòèòüñß â ïðèëîæå-
íèßõ. Ñëåäóþùåé óòâåðæäåíèå, ñâßçàííîå ñ çàäà÷àìè ñ ðàñïðåäåë¼í-
íûì ïàðàìåòðîì, îïèðàåòñß íà óòâåðæäåíèå 4.2.1.
Óòâåðæäåíèå 4.2.2. Äëß ëþáîé ôóíêöèè g0, óäîâëåòâîðßþùåé
óñëîâèþ (∗ ∗ 1), è ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè w : Ω → R ôóíêöèß
g0(x, u, w(x)) ßâëßåòñß áîðåëåâîé (mod 0).
Ìû ìîäèôèöèðóåì îïðåäåëåíèå êîððåêòíîãî ðåøåíèß è êîððåêò-
íîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ÷òîáû îòðàçèòü ñïåöèôèêó çàäà÷ ñ ðàñïðå-
äåëåííûì ïàðàìåòðîì.
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî M ∈ W 2q (Ω) îáîáùåííûõ ðåøåíèé çà-
äà÷è (10)-(11) áóäåì íàçûâàòü êîððåêòíûì, åñëè äëß äîñòàòî÷íî ìà-
ëîãî ε > 0 íàéäåòñß òàêîå δ > 0, ÷òî äëß ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{δk}∞k=1, δ > δk > 0, óäîâëåòâîðßþùåé óñëîâèþ δk k→∞−→ 0, ïðèáëèæåí-
íàß êðàåâàß çàäà÷à
Lku(x) + g0(x, u(x), wk(x)) = 0, x ∈ Ω (24)
Bu|∂Ω = fk, (25)
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îáîáùåííîå ðåøåíèå â ε-îêðåñòíîñòè ìíî-
æåñòâàM ïðîñòðàíñòâà H1(Ω), ïðè÷åì èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ðåøåíèé {uk}, ñîñòîßùóþ èç îáîáùåííûõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ
êðàåâûõ çàäà÷, ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëàáî ñõîäß-
ùóþñß ê òî÷êå u0 ∈M â ïðîñòðàíñòâå W 2q (Ω), ãäå
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• ãðàíè÷íîå óñëîâèå óäîâëåòâîðßåò íåðàâåíñòâó ||fk||Y ≤ δk;
• êîýôôèöèåíòû akij(x) è ck(x) äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Lk
ïîä÷èíßþòñß òåì æå îãðàíè÷åíèßì íà ãëàäêîñòü, ÷òî è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L è îòëè÷àþòñß îò ïîñëåä-
íèõ íå áîëåå ÷åì íà δk â ìåòðèêå C(Ω);
• ôóíêöèè wk óäîâëåòâîðßþò íåðàâåíñòâàì |wk(x)| ≤ W (x) äëß
ï.â. x ∈ Ω, W (x) ∈ Lp(Ω), è ||wk − w0||p < δk.
Ïðèâîäßòñß àíàëîãè òåîðåì îá óñòîé÷èâîñòè èç ãëàâû 3. Ñôîðìó-
ëèðóåì îäèí èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ.
Ñîïîñòàâèì êðàåâîé çàäà÷å (10)-(11) âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë
Jw0(u) =
1
2
(Lu, u) +
∫
Ω
dx
∫ u(x)
0
g0(x, s, w0(x))ds.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç MRL,w0 ìíîæåñòâî òî÷åê àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà
ôóíêöèîíàëà Jw0 â øàðå BR(0) ïðîñòðàíñòâà X.
Òåîðåìà 4.2.2. Ïóñòü ÷èñëî R òàêîâî, ÷òî MRL,w0 íå ïóñòî è
äëß âñåõ òî÷åê u ñôåðû SR(0) ïðîñòðàíñòâà X âûïîëíßåòñß íåðàâåí-
ñòâî Jw0(u) > µR = inf||u||≤R
Jw0(u). Òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé MRL,w0
ßâëßåòñß êîððåêòíûì.
Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 4 îñíîâûâàåòñß íà ðåçóëüòàòàõ,
ïîëó÷åííûõ â ãëàâàõ 2 è 3.
Â çàêëþ÷åíèå, àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó
íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, ïðîôåññîðó Â.Í. Ïàâëåíêî, çà ïîñòàíîâêó
èñõîäíîé çàäà÷è, âíèìàíèå è ïîìîùü â ðàáîòå.
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